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De Numero Radicum in Aquationibus Solidis ac
Biquadraticis, five tertiz ac quartz poteftatis,
carumgq; limitibus, tra&atulus Authore E, Halley.

U M in traclatulo, quem nuper publici juris feci in affis

bifce Philofophicis, Num. 188 5 Methodum aperuiffem,
qua Problemata folida urcung; affelia minimo negotio, unica da-
ta Parabola & Circulo, fimpliciffime confirui poffinty [ub finem
ruibi fefe obtulit contemplatio jucunda fatis, nempe ex bis Con-
Siruétionibus Numervm vadicum in quavis Aquavione, earumg;
Limites ac figna facile confequi ac determinari: quociréa fidem
dedi 1ne brevi de bac materia differtatiunculam aliquam fcriptu..
rum, in qua fi non Principibus, faliem fecunde claffis Geometris,
me non ingratum nec inutile preflivurum omnino perfuafum
babui.

Fropius wero infpicienti mibi compertum eft, me impruden-
tem inter ardua Geometrica illapfum, ac jam iis traélandis de-
fignatum, quibus olim laboravere Viri illuftres Harriottus no-
firas, ac Carteliusy in quibus pari fato utriqy Paralogifinum,
(forfan in eorum feriptis Geometricis unicum) diverfo tamen
modo, admiferey uti pofthac probabitur: fed Quandog; bonus
dormitat. Qua propter agnita rei tum difficultate tum pre-
Slantia, totis viribus incumbere flatui, ne promiffis exequendis
impar crederer, ac ne Geometria pars tam eximia, tamq parum
culta, dintius tenebris involuta lateret 5 fed ope noftra lucide
bis paucis expofita daretur,

Imprimis wero Letiorem monitum velim, quod dum bis legen-
dis operam dat, oporter prediciam dijjertationem Num. 188,
editam, ad manum babere, ac Conflrr:ifiones ibidem traditas pro-
be callere 5 quia qua [equuntur ab illis maxima ex parte pendent,
quas tamen bic repetere vix integrum effet.
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Ex Cartefio & ex +bi dillis conflat, tam in Cubicis quain in
Biquadravicis wquationibus, radices exponi poffe demittendo per-
pendicula in Axem, datamue diametrum Parabole datz. ab in-
gerfetiionibus Curva illins cum Circulo. Cumqy Circulis Fara-
bolam fecens, vel i quatuor vel duobus puncits eam interfecare
neceffe eff. conflat in Biquadraticis vel duas vel quatuor radices
veras, Affirmativas wvel Negz{zivzzs, Jemper baberiy wri etiam
Ji forte Cireulus illam tangat, quo in caftt squalitas duarusin ra-
dicum ejufdem figni concluditur, In Cubicis autem, quoniam: u-
na ex interfeétionibus ad Conflruélionem requiritur, ron nifi una
wel tres relique radices defignant unam vzl tresy uti in Cafu
contaltus, unde conftat duas aquales reperivi Radicis, Problemag,
unde refultat «quatio revera planum effe. '

Cubicw itaq, omnes quomodocungy affelle una vel triplici ra-
dice explicabiles funt, utiqy femper poffibiles, nempe fi radices
Negativas pro veris admiferis : fic Biquadratice, quarum ter-
minus ultimus ¢ figno— affelta eft, duabus vel quatuor. Aft f;
babeatur 4~ r in aquatione, eaq, tanta fit, v v/ GDa—a'r,
(wide fig. pag. 341.) minor fit quam ut Circulus, eo Radio ac
centro G deferiptus, Parabolam contingere in aliquo punéio
poffit, aquatio data ommino impo(fibilis eft, nec ulla Radice Ne-
gativa vel Affirmativa explicabilis : Sed de bis plura in [e-
quentibus,

Quoniam vero tanta intercedit differentia inter cafus Cubica-
rum & Biquadraticarum, ut fimul comprebendi nequeant 5 pri-
mum Cubicas deinde alteras traflabimus, Cubica vero infini-
tis Cireulis in data Parabola conflruuntur, Biguadratice auten
unico tantum ([altem bis methodis ) : id adeo quia ponendo z—e
Jre indeterminata aliqua, aqualem nibilo, aquatio Cubica re-
ducitur ad Biquadraticam eafdem radices cum Cubica babentem,
atqy infuper aliam ipfi ¢ aqualem; unde fit ut tor Circulis di-
werfis conflrui poffic Cubica, quot imaginari velis quantitates ¢,
id eft infinitis. Inter bas vero Conftrultiones illa, quam dedi
{pag. 342.) longe facillima eft.  Huic tamen non mmultum cedit

alia, que ad enncleationem Numeri Radicum, earumaqy lini-
s
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tum magis accommodata videtur, quaqy, ortum trabit ex abic-
tione fecundi termini, ponendo modo vulgari x=7 4 vel —tertic
parte Coefficientis termini fecundi.  Haze autem eft. Date
Parabola ABY (Fig. 1) ejufq; Vertice A, axe A'E. ¢& Leo-
tere reflo a, reducatur &quatio ad formam confuetam, viz. z'.
bz.apz aaq.=o0. Deinde ad diftantiam b ducarur
Axi parallela BK, dexvrorfum quidem fi fueric b, aliter fi
niflrorfum, Parabole occurvens in By ac linea fuppofite A D eri-
gavur perpendicularis utvinque interminata D P, axi occurrens in
puntio Go De B in Axem demitte perpendiculum B O, & ip-
fi AC fiet GE femper aqualis, ac werfus inferiora ponatur.
Ab B fiat EH=1p, furfuwm quidem, i in mquatione fueri:
- p, deorfum vero fi—p, ac ¢ punéto H (vel ex V. i defuerit
quantitas p ) educatur perpendiculum H Q_interminate DP oc-
curvens in punéfo O.  Denique in linee W Q_interminata, fiar
OR = q, 40 O dextrorfum fi fuerit — q, fniftrofium fi - q,
collocanda : ac Circulus cemtro R, radio R A deferiptus, tot
punétis fecabit Parabolam, quot aquatio propofica veres haber
radicesy exqy erunt perpendicula 20X a punéTis interfeltionum
Y in axi parallelam BK dewiffay quarum que ad dextram linee
BK Affirmative funt, ad finiftram Negative.

Hujus Conflruélionis commoditas in eo confiflit, quod circulo
per Verticem tranfeunte peragitur, perinde ac fi defuiffet fecn-
dus Terminusy ideoqy ad Radicum Numerum deierminandum,
yutpeit Loci frve Linee Curva proprietates perfpelias babere,
qua [patia diftriminat, ubi fi ponarur centrin Circuli qui per
Parabole Verticem tranfeat, circumferentia ejus vel uno vel tri-
bus aliis punlis eam fecabity hoc eft Linee curve, in quan in-
cidunr centra omnium Circulorum per verticem tranfeuntivm ac
deinde Parabolam tangentinm, naturam definire.

Locus autem ille eft Parabolois, quam cum Cl. Wallifio fe-
micubicalem appellare licet, frve in qua Cubi applicatorum ad
Axem funt inter e ut Quadrata portionun Axis. Cijus Latu:
rettumeft \7 Lateris reéft date Parabola, Vertex vero punctm
V (Yig. L) exiflente AV dimidium lateris relli ejufdes:
Parabola. Hoc eft, [i ponavur Unitas pro latere refio date Para-
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bola, 75 cubi ordinatim applicara equabuntur quadyato partis di-
ametri, five cubus ex 3 V H quadrato ex IR, fi feil. R fiz
centrum circuli qui per verticem Parabolw tranfear eamqy deinde
contingat s Hazc eft Curva illa quam primus mortalium Nelius
Noftras reéia date aqualem demonftravit, eaq; occafione apud
Principes Geometras dudum celebrisy ejufy; proprietates Cl.
Wallilius fub finem Libri de Ciffoide, & Hugenius prop. 8 ¢~ 9
de linearum Curvarum evolutione, aliig; acri ingenio difquifs-
vere, Quorum [iripta confulat Lelors  Hac Curva uiring, ab
Axe Parabole defiripta, viz. VNL, VP X, fhavinm comple;-
tur, in quo fi ponatur centrum Circuli, qui per verticem A
rranfeat, interfecabit ille Parabolam in tribus alizs punéiis; Spa-
tia vero ab Axe vemotiora cemiva prebent circulis non nifs ung
prater verticenn punéto Parabolam fecantibus,

His probe intellettis jam ad determinandum Radicum nume-
g accingimur & Ac prinun deficiat fecundus terminusy fique
Latus vefum 1, vel AV =13 In conflruélione VH ¢ft | p,
HIR wero 5 qy cumgy fi fueric 4 p, ab V. wverfus fuperiora
ponendo fit * Dy centrum circuli extra fpativn LV A4 Jemper con-
fituitur y ideoqy una tantum radice explicabilis efl, affirmativa
fi—q, negativa fi4-q: gura quidem radices Cardani Regulis
invefligantur,  Si wero fuerit—p, VH==1p inferne poni-
tur, ac fieri poteft ut HR cadat inter Axem & Curvam VX
vel VL, /i feilicet Cubus ex 2V H, fve ex ' p, major it quam
guadratum ex 2 q, frve 5 PP P major quam :qq, quo in cafu
tres dantur radices, dua Negative, fi fuerit — q, ac una Afjir-
siaiiva eavin fimmae aqualisy wvel fi 4+ q, due Affirmative
wnaqy Negativa. %4{0(1 fi 5 PP P minor fit quam :qq,
una tantuss reperitur Radix, Affirmativa fi—q, negativa f;
4 Qe Argy bec paffan docentur ab iis qui bane Geometria par-
tem tralfarunt.

Fam adfint omnes termini, ac primum proponatur, Exempli
canfa, equatio bac 2’ —2z'b 4z p—q=0, cui etiam Figurom i
adapravimus.  In bujus confiruétione BC =b, VG=,AC

Loz “qbb., VE g bb, VH 5bb — .'p7 GH ,bb-——'lp vel %p *"—gbbr
ping HO == b w=’bp vel ibp—ib’, a9y HR five diffan-
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tia Centri circuli R ab Axe, efi fewper differentia inter \b p
Pa ﬁb’ -+ .;q; que /Z £QUantur, CeRIUM Cadit in /J‘xes ﬁ :b P
major fit quam [0 4= 1q ad fmiffram Axis, fin minor ad dex-
tram.  Si dtagy Cubi ex 2V, (boc eff ex :b b p quam
nominerwns G ) Latis quadratnm ffve o/ dd 4, majus fit quam
HR, fme differesvia inter 5 4= 1q & 2D ps reperitur cen-
tram W intra froiiom BV, Paraloloidibus VP X, VNL
ac retia mteriinaic D NP circufeviprume ac proinde ciren-
lu: Pat bolaw: [ecabiv in vribus puzétis ¥, X, Y, ad dextram li-
nee UK fitis, atqy ad:o equatio tres babet radices Affrmari-
vas.  Centro vero exira boc fpatium NV P conjlitnto, non ni-
fi una radice Affirmativa explicari potefi.  Hic obiter notan-
dum veliom D P Paraboloidemn VP X tangese in vunéio P, ex-

iffente B2 o'y alterciz vero NV N L, fecare in prniio N

: , ”. i ]
ita ur demifJo in axem Perpendiculo NE, NV fir pars guaria

ipius KV give bb, NF wero [0 VW amem, ¢uee
punciv N axi perpendiculaiter erecia lin ;
W, wgnslis ¢fi bbb five EP.

Hine tuto concludicur fi in aguatione vel p major fit quam
:b by vl q major quam 503, non nif unam eamqy aifirari-
vam  radicem vepeviviy Fallit itag, Regule Carvefii (Ediz,
Amft. 1659 pag. 70) ubi tor veras dari radices quot funt in
&quatione unitationes fignoruin <= & — promumnciat, fruflra e-
tiamn in Commentariis fuis Sphalma boc excifante Schootenio
Fingi enim poffurnt infinite plures aquationes pracedentis formu-
le tres fignornm mutationes babentis, quae unam tantum guan
qua tres habeant radices.  Propofitio esiam quinta Sefiionis
quinte Lrtis Analytice Harriotti Noffri, ai Prob. 18 Nuwmie-
rofw Fotofl. Refol. Viete, vix fatis firma eft, cum ex limitati-
onibus guas ibi pufusrint, tori paraliclogrammo PIV W id con-
venict, qued [5i [potio NV P jam competere probavimus, bac
eft ut centrum vrabeat civenlo tribus aliis punétis prater ver-
ticem Paravolam fecante.

Quentitas avtein q, fve tersinus ult., datis© & p, ealege
ut P minoy fit ¢om Ob, accuratz limitatur ex precedente aqua-
tigne 4/ Add =10 - g embpy cum foil Circrlus .Pzzm!éa,
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lam contingat.  Itaqy iq minor effe deber quam ¢b p— 1b' -
v/ ddd; a fi pmajor fueric quamibb, majorem etiam effe o-
portet 3 q quam b p—5b° — / &* ne cadur centrum in [pati-
olo NV W: Arg; bis conditionibus aguatio femper triplici
radice - explicabilis erit, aliver non niff una.  Semper vero, frve
tres frve una, Ajfirmative funt, ob pofisionem ceniri R ad dex-
tram linee DP, .

Argy bic eft cafis maxime difficilis, ita ur quicung, pramiffz
bene callear fequentia facili negotio invelliget, Derur jam a-
guatio 7 —Dz* = pZ--q =0. Hic ui tres babeantur ra-
dices, oportet cemtrum civculi alicubi imtra [patium P N A,
reélis PN, P A & curva Paraboloidis N A definicum, reperi-
225 quapropter cum B E fir =30 b, p minor effe debet quam iob,
jan ad determinazionenm quaniiiatis q, exiftente d = ibb —ip
ut antea, +/ 1dd - 5bbb—Eibp femper major effe debet
quam i G, ui conflitiaiur cenivum circuii in [patio praditlo
PN A: quod cui fit aquatio talis duas babet radices Affirma-
tivas ac unaim negativan. St vero p majo. eft quam b, wuel 3q
major quasn 4f 444 --5 bbb—%b p, non nifi una eaq; ne-
gativa radice expiicalilis efl,

Proponatur jam equaiio 23 e—=bz —=pze—q=o0. Uz hac
aquatio tres babear Radices, oporter centrusi cireuli alicubi inve-
niri in fpatio indefiniio, intey yeétam D P D & curvam Parae
boloidis P X 5 bic quantitas p non eff obroxia limitavionibus,
iq vero [emper gminor effe debet guam +/ ddd—zbbb—ibp, pofi-
to d=1ibb - ip: Koc pafto due dantur Radices Negative,
ac una difivmativay aliter vero fi *q major fit quam +/ ddd —
Sbbb —<bp, witce tamumn dffirmativa exponi potefh,
Quartc loco fir aquaiio 2 —b 7' —pz 4 q=o0, que duas
Affirmativas haber Radices ac unam Negativam fi centrum cir-
culi veperiarur in [patio indefinito inter reflas P A, D ac cur-
vant Paraboloidis A L5 hoc eff, (vsfito d=13bb41ip,) /i iq
minor fit quam 4/ ddd 4= SbbOb L 3bpy f vero 2q major
bac quantitate fuerit, una tantum Negativa ineft radix.

Quatuor autem aquatisnes reliqua,iv quibits baberur-4-b,quo-
ad limitationem Nuiier: Radicim non differunt a pradiciss, S fig-

i
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numn termini ultimi mutetur, [ervato figno termini tevti; 5 QU
vero Affimative erant vadices in illis bic fiunt Negative; &~
wice verfa. Sic in rquatione z° — bz’ - pz* —q =0, Una vel
tres erant Affirmative Radicesy in bac wero z° + bz* 4 pz
q=0 vel una uel tres Negavive funt, fub iifdem conditioni-
bus 3 nulla vero omnino Affirinativa. Sic in z’4-bz’ 4-pz—q=o0,
duse funt Negative & una Affirmativa, fi p minor fit quam
$bb, ac iq minor guam v/ A -~ I O3 bp, quemadmodum in
2 — bz —4-pz-~q==0 dux erant Affirmative & una Ne-
ativay excedeniibus autem leges prafivipias p vel q, una tan-
tum bic eft radix Affirmativa, qua ibi Negativa erat. Pari mo-
doinz’ bz’ —pzr-j-q=0 vel due funt Affirm. ac une
Nego wel una Negativa tantum. Deniq; iifdem de caufis in e-
quationz 7 4= D2 —D 2 q due [un Negative & una
Affirm. vel una Affirm. tantum, quibus in zquatione 2’ — bz
—pz-¢ duz erant Affirm. & una Negativa, vel una Negativa
tantum, newmpe prout 3q major vel minor fuerit quam v &° 4
50 4-ibp. :

Si defuerit terminus tertius, five pz, centrum R femper ca-
dit in linea 1P B A, quocirca fi fuerit 22 —bz'. . —q
wel 70 4+ b 2’ 30 4~ q, una tantum effz poreft radix, fi—D
Affirmativa, fi = b Negativa. At fi fuerit 27 — b 2°. %. +q
vel 22+ bz'e %.—q, due pojJun: efle Afirmativa ac una Ne-
gativa in priove, vel una Affirm. & due Neg. in pofieviori, ca-
dente centro in linea P A inter P ac A, boc eff fi 3q minor fit
quam b’ fin major fuerit, wuna tantum Negativa in priore,
vel una Affirm. i pofteriore dari poteft. ’

Hatlenus numerum radicum in Cubicis equationibus plenius
affecuti fumus, reftat ut nonnulla adjiciam de quantitate radi-
cum. Hic primum notandum quod omnis equatio tres babens
radices ope Tabule Sinuwm, Trifelione [ilicet anguli, fatis ex-
pedite refolvi poffic s ponendo fil. +/ ;bb—'pwvel v/ 44, /i fue-
#it - p in equatione, vel 4/ ibb - p, fi—1p, pro Radio
Circuliy Angulum wvero trifecandum qui Sinum babeat in Ta-

I LI N e N g
bula Sinutn= b ‘\'; dbg d+ 0 Dwvento hoc angulo, Simus
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tertie partis ejus,ut & Sinus teriia partis compl. ad Semicircn-
lum, eorumngy fumma, ex Tabula Sinvum dabuntur.  Hi vero

Sinns in Radiniiz 4/ b~ p ducm'a'z Juni, & balebuntur
guartitates (y &, ¥ &, y &,in Fig, ) quarum & b vel fuime
vel azﬁf’rmum. prout cafus ]Jaﬁula., veras r(m'z.,es Lianatioa
nis exki )(.5 nite  Heac crinia ex inventis aviciil deriveniug

Ut verg cofus omne: (]Z"Z?Z.,dm fieri a';o'rt/frmzt;r comine f.:~, di-
co gued cenir? R, /‘“'17:/2:2(17"’?0; ,z] cﬂd’m: 2t fpa-
tio WV G P, 'u“amm due X, 1‘, cagni Lt ge f,fo-
incte mrmg va puinoribus radicibus winer el qus Ti:, tertia
auten € mejer femper [isperat 30, jzlperm”ur vera ¢t ,ng.c(i 1
cadit in fyario GN'V, dus majores funt qum ;b 1MIN0TCS
vero guam b, teitic veic 2ft be— duabus alizris. e proinde
miiior quanm ibs ﬁ’a’ (za'bzézm limitatione q"ld”’nm‘,zu p, aréiio-
ribus terinis rodicis ’wiwf" Hpe  Maxima enim vadiz mi-

e et

nor eft quam 4/ o b—p 4 1b, m.//]or vero quam v/ tho p
+-n' at cum b0 minor el guem p, limes il PRy gbb_gp
0. Ruciz media foriper pitzor ei quem A/ 7 Ibb— p - by
"71/1_]07' vero uen D — V ~,ob-—- ing " bunc vero limitem mm-
guani exce: s cwindping, fod cow quentitate ¢ evarefeit.

In fecnnda fornvia pia r/f'{u ety due fun ﬂfprmdt/ '@ ac
una negm:vﬁ ac cadzate centro § "m.t.a G Yo altera ex affirma-
Livis major ¢ eft, altera miror qramn ';b, ma10r wero non excedit 1,
e gzzm'a arsem wajor non effe potefi guam —1;"‘}'(:'3—-;"19, eft
autenr difjeseatia ibfns b & f""?’ﬁ’&’ dyffrmativarnm,  Centro
awten in fpaiio BN G o pr;r*') wrriqy Ajjirmativa wajor eft
(gm u3h, azinor vera quam 4/ 3bb 4= 3b, Negativa vero fem-
ger 50" /’ (;“”11 3, Luﬂzm (miem prnp; iores ex data peva-
dunt, re dicis guiden maxing /‘,ﬂr;mth v/ b IHb—p «1- i,
gua [Praer iy eﬁ ur & migjor quam v/ b Zip 4t s
bt tasen [fidltz ,,mzm* (ﬁ alicra Lifirmativa, que cuin g mnz-

cate o minnitin, Negativa wero [emper minor ¢fi guam
fw‘l—‘ »—1ib, ac d feiente quantitate q cvanefiit,

Intertia fursule duse “’"c*':t. Sfint ac une Aijrmativa : in bac,

ot 65‘
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ut & in quarta, Radices non limitantur a quantitate b, Affiv-
mativa vero feriper minor eft quam 4/ Db 4 :p 4 'b, ma-
jor tamen quam v/ p - ibb - tb: maxima vere ex Nega.
tivis femper major ¢ft quam 4/ 5bb 4= 1p—3b, minor vere
quam +/ p + 3bb—1ib.  Minor autem ex Negarivis femper
sminuitur cum minuta quantitate Q.

In quarta formule, cadente centro intra fpatium L AP D
)i duz fint Affirmative ac una Negativa, maxima ex Affirma-
tivis major effe nequit quam 4/ p == 2b b < b, nec minor quam
v/ b b4 2p - 3ib; minor vero radix ab hoc limite minuitur,
minuta quaniitate . Negativa autem minor eff quam
v #bb 4 :p —:by major vero quam v/ p + 3b b— b,

Notandum wvero bic radices Negativas ubiq; figno Affirmati-
v0 notari, quia ba [unt radices Affirmativa quatuor equationum
illarum, in quibus babitur <~ b, ac q figno contrario notatur yut
Jupra monui.  Horum omnium _demonflratio ex eo confequitur,
quod ubicungy centrum circuli R incidit in Lineas Curvas
VP X vel VAL, circumferentia ejus Parabolam tangic in
punélo, cujus diflantia ab axe eft 8/ 3V H, eamq; fecat ex al-
tera Axis parte, ad diftantiam 2 v/ 3V Hy cum vero centrum
cadit in linean DP D, altera ex radicibus fit =o, ac proinde
Cubica reducitur ad Quadraticam, five ad z'—bz + p=o cx-
jus radices limites defignant ubi evanefeit quantitas q: ac quo
minor eft q, eo propius ad bas limites accedunt radices.  Qua-
dratica eft etiam cum centrum cadit in Axes boc eft, cum éc%):-:
tbp—5b° in prime formulay wvel :q=5bbb—3bp
in fecunday in teriia impoffibile eft 5 at in quarta cum iq =
bbb <4 :1bpy guoin cafu minor ex Radicibus Affirmati-
vis eft :b, major «/ 35 b 4 p 4 tby Negativa vero 4/ 30b-+p
w—ib.  In prima, Radices funt b & 0+ 4/ ibb—p. In
Jecunda vero forimula, b & 4/ 3bb—p = 3b funr Afirmari-
ve: Negativa amtem 4/ b b—p—3b.

Aiqy bac in Cubicis fufficere poffe videntury ob eximizm ve-
ro Ufum Merbodi, qua ope Tabule Sinuum radices harun aquavi-
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enum inveniuniur, placnit :m;zZm 7)9[ alerum exemplum odjun-
gere, ut praxis illivs compendium inde innotefcare ~ Proponatus
Agquatio 222 — 39 Z Z 4~ 479 z— 1881 = 03 quaruntur
radices 2. v/ b —1p =1+ 91 =1/ d, cujus duplum +/ 37"
=bbb 4 :q—ibp_ 2197 4 ggcu
: vddd T 9rvigr
“:—g—I—I:?i’—ﬁUf 53 i:,} 5 ~eft finus Tabularis dnguli, boc, eff,
j

H

radius eft Circuli y &

Falia divifione ope Logarithmorum, Log. 9.9251560, cui refpon.
det, Angulns §7gve 19me 1180 & Hujus tertia pars 19g. 6m. 24s.
& complementi 408, 53m. 365, Sinus dant Log. 9.514983.
& 9.816011, qui dulli in Rad, v/ 37 producunt ¥ &, &Y &
Log. 0301030 =2 & Log. 0.601059 = 4, tertia vero Y &
wqualis eft eorsun fumma five 6. Idecqs radices funt 13—g:=39,
13—2=11 & 13-4+-6=19, ex quibus ingulis conflatur pradiéia
aquatio. Ubi Notandum duas minores vadices won excedere
b wel 13, quia centrum R in conflruélione cadit ad dextram
Axisy id eft b p minor eft quam b - 1q.

Exemplun alteruin fit % — 15X —— 229 X — §25 == 0.
& querantuy radices. 4/ Db 4 p=14/ 1012 =4/ d, & Re.
dins Circuli 4/ 4053, 50+ ibp +- 9125 -+ 5727 + 262

v/ ddd 10{% 4/ 1012

= Sinui Tabulari Arcus, cujus Log. 049736426,

. 960
1014/ 1012
& Areus ipfe 708r. 14m. 228, bujus pars tertia eff 23gr, 24m,
4735 & complementi 36, 33. 12%3 quorum Sinus Log.
Junt 9599183 & 9.775275, quibus addito Log. v/ 4053 fiunt
Log. 0,.903089=8 & Log. 1.079181 = 12, & eorum fumma
=20. Hinc concludivur 20 4~ b wel 25 aquari radici Affir-
mativa, & 8 & 12 —ib five 3 & 7 Negativis, Quod [/ «-
quatio fuiffer ¥’ 415X —229x-4-52§=0,3 & 7 fuifjent Affir-
mative y 25 wvero Negativa, Cetere autem Cubice unica
tantum Radice explicabiles juxta Regulas Cardani refolven-
da funt, pofiquam demptus fuerit fecundus terminusy nec vi-
deo quo pallo minori caleulo hoe negotiun perag: poffic. At fi
defideretur vadin bac in ,Qmmrz’m:iém‘ 5 7, q exprefla, dico

2 P57
234




L 397 ]

eam effe in prima formula, ib <= vel == fumma vel differenti.
Radicum Cubicarum ex 4/ iqq—+<5p b 4+ b q—rbpg+
+5p 50 Fiq—tbp: viz. 4, i 5D - :q major fit
quain 3bp, aliter — 5 Summa vero quoties 1b'b major eft quam
D5 fin minor fuerit ;bb, differentia. Ing, cateris formulis
radix femper conflavur ex iifdem elementis, wvariatis tamen fig-
Nis ~= @ ) ut [/zcz'le percipict qui veliv experiri, ‘

Ope wvero Tabule Logarithinica Sinuum Terforum Radices
he fatis prompte inventuntury nempe [i Coefficientes Numer:
Jint Surdi vel fraéti, ac vadices Numeris ineflabiles 5 ut pleruma;,
fit. Hac autem eft Regula: In prima ac fecunda formula, fi
30 b minor fit quam py fit ip—3bb=4d, & pofita differen-
tiw inter (b p & =B xq, hoc et HR, in prima, ac inter
bp H1q & 5 bY in fecunda, pro Radio  inveniazusr angue-
fus cujus Tangens eft & v/ . Deindz us Co-finus bujus anguls,
ad ejufdem Simum verfion : ita differentia pro Radio babita, ad
quariuny cujus Laties cubicum trifecando Logarithmunm babebi-
sur s ac divifo 3p—s0b per hoe Latus Cub. e Quoco fubdu-
catur Divifor : Refiduum erit quanticas X &, in Fig.l. Hujus
Refidui ac 3b fumma, fi centrum cadit ad dextram Axis, aliter
differentia earundem, Radix erit quafira.  Quod f7 35 b ma-
jor fi guam p, pofito H R pro Radio, fir d 4/ d fve diftantia
Parabolvidis ab Axe, Sinus Arcus cujufdamy  Hujus Sinue
verfus ducatur in Radium, five 5bp— 10 -L1q, ac trifeéio
produtii Logarithmo, babebitur ejus Latus Cubicum, per guod
dividatur 3o b—3p. dico Quoti ac diviforis fusmmam eadem
Lege additam vel ablatam ex b, Radicenn quafitam exhibere.
Ac par eft ratio in tertia ac quarta formulis, nifi quod Lbbb
-+ b p+:q pro Radio affumenda eff, ac :bb 4 ip in
v/ 3bb - 1p fiwe d o/ d pro Sinu s Sed buc pracepia exemplis
fortaffe melius percipientusr,

Sit aquatio Cubica 7 22— 7 22 4~ §4 2— 330, @¢ que-
ratur Radix 7: Hic :bb major eft quam p, fed q major off
quam Cubus ex 3D, ideogy 1w tantum Affirmativa Radice ex-
plicabilis eft.  Feom *2 2 o d, ac 274/ 7 pro Simu
habenda eff, ad Radiun 222 -- 175 — 153, Loc eft “52

“ Feea Arine
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Arcus wvero competens fit 15gr. 3m. 495, Hujus Sinus Verf;
Log. 8.5362376. additus Log. Radii 2.3¢95913. dat. ©.8457-
889. cujus tertia pars 02819276, ¢ft Log. Radicis Cubise
1.91394, quo divifore divifo 7 frve d, fit Quotus 7.37281;
Quoti ac diviforis fumia, aulia additione b, fit Radix qua-
fita, nempe 14,9534, &c.

Exatiis Cubicis Biquadraticas jam aggrediamury He fem-
per vel millam, vel duas, vel quatuor Radices veras babent, qua-
rum deserminatio partim a Coefficientibus, partim a figno &
ﬁmgnima’z'ne nuinert abfoluti dati, pendet; Harum ommium
Confiruiionem generalem (lin N°. 188, Pag. 341) fatis con-
cinnam prodidi, quam Lellor jam vidiffe fupponitur; Figuram
tamen eo [peliantem (Kig. IL) buc transferre vifum eft. In Con-
{fruftione aquationis 2°—bz 4 pzz—qz4r=o0, fi
BD=1b, AB=:3bb, BK=12 flve dimidio Lateris refi,
KC=-=» AB=1b. KE:%bb-——;p, AE-——}:;%bb——-':p
FE=:b—1ibp, at EG= b —ibp +iq; quo fullo
Circulus centro G, Radio v/ GD* —rt, interfecabit Parabolam
vel nullo, duobus aut quatuor punéiis, que perpendiculis in line-
am DH, Radices omnes z exhibent. Ut autem quatuor fint,
evidens eft centrum circuli alicubi conflitui debere intra [pati-
um, de cujus punfto quovis tria perpendicula in Curvam Para-
bole demitti poffint s atqy finul vadeum minorem effe maximo ex
illis perpendicularibus, majorem vero medio.  Quod fi centrum
conflituatur extra boc [pativem, ut non nifi una perpendicularis
in Parabolam demitti poffit, qua major fit radius y vel fi minor fit
media ex tribus perpend. major vero quam minima ex illis, dne
tantum poffunt effe vdicesy, mullz vero omnino datur, quoties
radius v/ G D" —r winor eff minima ex tribus, vel una illa,
quoties una tantum &jt,

Fam quale [pavium hoc fit, quibufg; limitibus difeernitur,
ac quibus condivionibus radius Circuli minor vel major fit pra-
ditis perpendicularibus, nobis reflat inquivendum s ac primum
quo patlo perpendicularis in Parabolam demivsi poffi oftenden-

dum eft.
Sic A
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Sit ABC Parabola, AE Axis ejus, AV (Fig, 1) femi-
Latus rectum, G punélum de quo demittendz eft perpendicularis -
Ducatur Axi perpend. GE, ac bifecetur VE in F, & ereéia
perpend.  FH ad idem Axis Latus, fit FH=1GE; dico
quod Circulus, Centro H, radio H A diferiptus, Parabolam in-
verfbcabit in puntiis tribus vel uno Ly ad que dutlizretia GZ,
Curva Parabolice perpendiculariter infiftunt.

Ut autem tres fmr bujufmodi interfeltiones, oportet cen-
trum circuli H ita collocari, u fit intra fpatium Paraboloidibus
(in Fig. L) inclufum: boc eft ut ¥ 2 siinus quam 4/ 5 VE?
Sive B B3 minus quam cubus ex ; UF: atqy adee GE=4FH
minor erit quam 4 v/ 55 VI five a v/ 5 VE, boceff quadra-
tum ex G B minor erit quam '3 V ¥ Coincidunt itaq, bi li-
mives cum Paraboloidibus duabus ejufdem generis cum iis quibus
in Cubicis ufi fumus, [ed quarum Latus reéium-duplo minor efl
viz, 2; Lateris refli Parabole, boc eft 2 ipfius AV: ideog,
ea ipfa eft linea Curva cujus evolutione generavur Parabola, fic
demonfirante Hugenio 5 quamg;, femper contingit linea DF,
(Fig. 1. ) qua Parabole perpendiculariter infiftit in punéto D,
Punétum autem P, frve in quo contingit veéfa DF Paraboloi-
dem, centrum efl Circuli, qui radio DP deferiprus cum Para-
bola in puntlo B coincidit, five ejufdem Curviiaris eft 5 ut per
Je fatis confiat, ,

Deferiptis itaq, bwjufinodi Paraboloidibus VX P, VN A
(Fig. IL.) wtringy ab Axey perfpicunm eft quod, nifi centrum
Circuli conflituatur intra bos limires, non poffit ille pluribus
quam ducbus in punétis Parabolam interfzcare : unde deiorii-
nare licet quibus [ub conditionibus Coefficicrtes terminarum in-
termediorum coercentur, in aquationibus Biquadraticic, ut babe-
antur quatuor radices. Ac prima fronte clavum eft p majosem
effe non pefle quain ibb (feil. in formulis ubi babetur <~ p)

nec q gquam 0 Generﬂlj?te: vern 50’ I pbFuiq, id
eft difiantia centri ab Axe ¥, G, minor effe deber quam EH
=4y = VE. boc efl (obVE=2b5Tp) gquam ibb
Fipy/ 5bD - vel— vy fignis 4~ & —in dubio relitfis, ut
Jecundun aquationis cujufvis navuram variari poffinty quen-

ff admodum
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adinoduin in Cabicis fuperius oftenfum efly ac nollem dottis ta-
divm injicere, ant difsentibus fingula particulatim rimandi vo-
[uptatem ac exercitationem pravipere,

Lermine avtem wltimi v limitatio eadem facilitate inveniri
nequit sy id adeo, quia Problema fit Solidum, in Curvam Para-
bole demittere perpendicularenn, quodyy non fine folutione -
quationis Cubice refolvi poffit.  Itagy primaloco deficiat Jecun-
dus terminus, vel fi adfuerit, tollatur, ut aquatio babeat formin-
lam z's %« P2’ Q2 Te=0. Ac fi fuerit—r, femper duabus
vel gnatuor Radicibus explicari poteft ut autem quatuor fint, o0-
portet centrum circuli intra Pavaboloides praedifias confiitui,
fve ut fit—p, ac qq minus quam Lp* frve cubg ex 'p. Deinde
babeantur radices aquationis  bujus y'. %. py. iq=o,
quantitatibus p & q iifdem fignis annexis quibus in Bigradra-
tica. Hw autem Radices auxilis Tabule Sinunm fatis expedite
inveniumtur.  Inventis autem tribus illis v, (qua funt ordi-
natim applicate ad Axem Parabole, de puntiis ubiincidun per-
pendicula in Curvam ejus. fiil. Z,Y in Fig. 1IL) pyy —3y*
o minore Y, quantitatem maximain ¥ defignabit, fi fuerit —r;
gua fi minor fuerit v, equatio quatuor habebit radices, aliter du-
ase Afl fi fuerit-l-x, oportebit cam minorem effe quam 3y*—pyy
ex media 'y, nam fi wajor fit, non nifi duas babere poteft vadices,
Jaltern fi minor fit ¥ quam 3 y'—pyy ex maxima Y. Hac
wero fi major fit, nulla omnino radice vera explicabilis eft aqua-
tio. Hi wero iidem limites aliter defjgnantur ex quantitate q,
Jeil, 1qy —vy"in primo cafu, y*—.qy in fecundo, acy*
4 1qy in tertio,

Fieri autem poteft ut due minores quantitates y non longe
diflent ab invicem, unde evenit quod utraqy ex perpendicula-
ribus major 5t quam refta G A, [oil. cum q q majus fit quan
Lot minus vero quam D’y cadente centro intra [patizm Pa-
raboloidibus wrinfy, Figura I & I interjefium.  Hoc in ca-
Sus, JI fueric -1, non niff duz poffunt effe radices, exiflente y*
- 1q V ex maxima vy major quam vy aliter nulla. At ff1qy
—m g eae minima Y, wajor fueric quam r figno— notata, ¥ vero
mayor quam |Gy —y* ex media v, tine babentur gum‘zm;}r/z-

dices
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dices.y -at duwe vantum fi vel major priore vel minor pofieriore
inventa [it .

Si wero in aquatione fuerit 4 p, wvel fi fix —p & q q ma-

Joes fuerit quam 3p’, aquatio yi. ¥« 1Dy, 1q unica tantum ex-

licatur radice 'y boc efl una tantum perpendicularis de ceniro
Circuli demitti potefl : unde certo concluditur duas tantum ra-
dices baberi poffe in aquatione data, quarum fuwmma, fi fuerit
—T, cum quantitale v augetur 5 ai fi babeatur <& r, obtenta
quantitate y, quantitas illa v minor efje deber quam y*4-.q vy,
nam fi ea major fit, cquatio propofita abfurde & umpeffibilis
eft.

Longum & fuperflurn effer omnes bujus cenfus aquationes
percurrere, cum ex jam diélis attendenti [atis evidens [it, qua
Negative, que Affirmative finty atqy quod Radicum barum Li-
miles ex quantitatibus inventis y petantur.  In exempluin ve-
ro, quod cuivis in ceteris imitari licet, preponantur indagand:
limites five conditiones, [ush quibus in Aguatione Biquadratica
A Radices Ajfirm. dari poffine.  Hoe autem fit quoties centrum
circuli G ponitur in [patio UPK, (Fie, IL) ac finul babetur
-+ 1 five Circuli radins minoy quan GOz Unde patet, wqua-
tionem de qua agitur bujus efle formule 7z —b2z 4 p2’
—q 7~ T =03 D vero majoremn cffein non pofle quam ibb, nec
3pb boc in cafus, quam {, b - 2qy deinde opus eft 1t 2pb—p
in Vm major fit quam ;b -b-3q —3ip by & ex bis
limitibus certo conflabit centrini intra fpatium U P K inveniri,
Ut were definiatur quantitas v, folvenda primuwm eft Cubica

B

Ve ve e 30— ipy = /b | 3q —p by & babebuntur
punéia, in qua perpendiculares de centro in Curvam Parabolse
cadunt.

Inventis arem tribus valoribus Fujus 'y, v minor effe debet
guam ;, b'4ibq—;bbp 43y —ib'yy L pyy ex
media 'y, major vero quam #,b' 4 bq—1bbp-3y*
— b yy 4 p vy ex minima y. Hos vero limites fi excedat v,
non nifi due Radices baberi poffunt.  Deniqy fi 2, b 4 2bp
~= Db p-t-3y —;bbyy 4-pyyex maxima vy, minor fi-
eriy quain ¥, &quatio propofita impoffibilis efl.

Fffo Accidir
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Accidit etiam we quatuor fint Affirmativae, cum Centrum G
conftivuitur in fpasiolo VTS 5 dutta feil. R'T S perpendicula.
ri mn medium fuppofite linee AD: Hoc autem fit cum p majos
eft quam =bb, ac ibb—:p v Abb—z:p major quam i;pb
cm bbb—:q: Quo in cafnn femper dua, aliquando tres ex
Raudicibus fiunt majores quam 2b.

Notandum wvero bic limitem illum ex minima y produtium,
aliquando negativum fieri, five minorem nibilo, quoties [Cil.
maxima ex tribus perpendicularibus major et quam G D,
(Fig. 11.) Hoc fi acciderit quantitas 4= v a limite prafcripto
ex media'y, in nibilum minui potefl.  Defeitus vero limitis ex
minima y monfirat quanta poffit effe—r in aquatione, fi habe-
antur tres radices Affirmative ac una Negativa 5 quam fi exce-
dat, non nifi due, altera Affiymativa, altera Negativa, dari
poffunt.  Hac autem ommia demonflrantur ex eo quod pradiéii
limites quantitatis r, fint differentie Quadratorem linee G D
& perpendicularium in Curvam Parabole. ' '

Ob perplexas wvero cautiones, quas parit in zquationibus bif-
ce fignorum diverficas, prafiar femper [ecundum terminum tolles
re, ac deinde juxta pracepta jam tradita radicun numerum ac
Jigna inquireres prafertim fi quantitaies illey non multum di-
flent ab invicem. Ewx quatuor autem bifce radicibus Affirina-
tivis, dux femper funt minores quam 0, due vero majores;
nempe fi D G minor fit quam AG, five :pb quam b 4 q.
Tres autem minoves funt guam 3b, quoties perpendicularis me-
dia, frve ex media 'y inventa, major ¢ft quam A G, five ibby
major quam 3y’ —p Yy ex eadem media 'y Qunarta vero &
maxima radix major efl guam maxinia y - 3by  equatuor au-
tem diferentie ipfius b & fumme caterarvin trivm radicum,
ideaqy minor eft b, Sed Jam Manum de Tabulay Fortaffis
illi qui naturam Parabole penitius perfpecam babenr, majori
compendio bac omnia peragere valebunty at fi quantitates he
omnes bep. Qo & v, abfyy vefolutione Cubice equationis rite
determinari poffint, non fine caufa ambigitury quecung;, enim
aquationibus planis bac in ve fiunt, non veros limites, f*d ap-
proxiaationes tantum exhbibent,
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